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RESUMO

Um magneto cuja hamiltoniana descreve o modelo de Ising é formado por uma rede de spins interagentes,
no qual o spin de cada sitio interage apenas com seus vizinhos préximos. Tipicamente, magnetos deste
modelo apresentam a existéncia de uma fase anti ou ferromagnética de ordenamento espontaneo para
baixas temperaturas e uma fase paramagnética desordenada a altas temperaturas, ambas separadas por
uma temperatura critica. Propriedades termodinamicas do sistema, como energia média, capacidade
térmica e susceptibilidade magnética, assim como a magnetizacio, dependem da temperatura. E de
interesse fisico mapear o comportamento destas quantidades com o aumento da temperatura, assim
como avaliar seus perfis assintdticos na proximidade da transicdo de fase. Este trabalho consistiu no
desenvolvimento e na descri¢do de um programa computacional que utiliza métodos estocdsticos de
Monte Carlo no estudo de antiferromagnetos em aproximantes 2D de Ammann-Beenker para quase
cristais, bem como a conceituagao dos tépicos necessdrios de mecanica estatistica. Discutiram-se as
curvas caracteristicas e os comportamentos assint6ticos de cada quantidade fisica com relacdo aos
resultados previstos em outra configuracao mais simples (rede quadrada) para a qual existem resultados
analiticos. Constataram-se a universalidade do modelo de Ising e a validez dos métodos numéricos

empregados.

Palavras-chave: Modelo de Ising. Expoentes criticos e transi¢ao de fase. Métodos de Monte Carlo.
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1 INTRODUCAO

1.1 O modelo de Ising e a solugcdo do campo médio

Sistemas de muitas particulas interagentes tipicamente manifestam o fendmeno de transicdo
de fase,1 onde o ordenamento médio dos componentes da amostra varia conforme um parametro
termodinamico. Por exemplo, uma quantidade de gelo, se aquecida, transitard para o estado liquido em
torno de 0° C. Comportamento andlogo € analisado em materiais ferromagnéticos, onde a magnetizagao
€ ndo nula abaixo de uma dada temperatura critica. Em ambos os casos anteriores, as respectivas
transicdes estdo inerentemente associadas as temperaturas dos sistemas. Este projeto se propde a

estudar transi¢des de fase com a temperatura no modelo magnético de Ising.

Considere um sélido de N dtomos (cada um com seu respectivo spin cldssico, ou spin de Ising)

interagentes, descritos pela seguinte hamiltoniana:

H = —JZsisj + —sti , (1.1.1)

(i)
onde B é o campo magnético externo, J € um pardmetro de acoplamento entre os vizinhos préximos da
rede de dtomos, s; = +1 indica o spin do sitio i e o primeiro termo da hamiltoniana é somado entre

todos os pares de sitios proximos (adjacentes) da rede.>?

A hamiltoniana da eq. (1.1.1) descreve o modelo de Ising e serd resolvida numericamente nas
secoes subsequentes deste texto. Uma solucao analitica aproximada € obtida a partir da imposicao da
teoria de campo médio, que permitird avaliar a magnetizacdo média da rede.* Para o caso ferromagnético
(J > 0), o campo médio consiste em analisar o termo de interagdo com os vizinhos proximos (adjacentes)

a um determinado sitio i como um campo externo fixo:

H = — stj+B s; = — (Jz(s;) + B) s; = =By i, (1.1.2)

(i.j)
onde z € o total de vizinhos préximos ligados a um dado sitio da rede e s; — (s;) determina a
aproximacao do campo médio: o spin do sistema ndo altera significativamente entre os sitios vizinhos
e o sitio s; estd submetido a um campo efetivo B,, = Jz(s;) + B. Dentre as quantidades de interesse
que calcularemos, destaca-se (s?) (n inteiro). Com a eq. (1.1.2), podemos determinar a média de cada

poténcia de s; diretamente pela funcdo de particao
Zi=) exp(=BH;,) = ) exp(+BBusis) = ) exp(BBusi) =2cosh(BB,),  (1.1.3)
r r si==x1

onde os r estados sdo s; » = £1 e 8 = 1/kpT, em que kp € a constante de Boltzmann e 7' € a temperatura

do sistema.? Desta maneira, a identidade abaixo é obtida por derivadas sucessivas de e*-#8» com
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relacdo ao campo efetivo:
1 0" Si,rBBm
s 5B = EZT’ (1.1.4)
m

pois s; , € f independem de B,,. Conseguintemente, as eqs. (1.1.3) e (1.1.4) levam a:

si,rﬂBm _ 1 anzl

- Zpr OB’

(7= (Z)™" > she (1.1.5)
r

relacdo esta que vale em geral para hamiltonianas que contenham termos do tipo —XH, onde X é

uma variavel termodindmica (s; associada a H;, neste caso) e H o seu campo conjugado (andloga ao

B,, de H;).? Estabelecendo m = M /N = (1/N) Y; s; como a magnetizacdo por sitio deste sistema,

observa-se que (m) = (1/N) 2, {(s;) = (s;).

As egs. (1.1.3) e (1.1.5) resultam na equacgdo de auto-consisténcia:

zJ{(m) +B)

1.1.6
isT (1.1.6)

(m) = tanh (

onde, por convencdo, (m) serd denotada por m. Neste trabalho, adotaremos o limite B — 0. A equagao
de auto-consisténcia ndo pode ser resolvida analiticamente em fun¢ao da temperatura de forma geral.
No entanto, o comportamento do spin médio do sistema (que, como visto, independe de i), pode ser
graficamente determinado ao comparar os lados direito e esquerdo da equacdo. A temperatura critica
de transi¢do de fase, 7., ocorre precisamente na temperatura em que uma solu¢do nao trivial para a

eq. (1.1.6) se torna disponivel:

Jz
T.==—= 1.1.7
k ( )

Esta € a temperatura que diferencia os regimes ferromagnético (T < T,) e paramagnético (T" > T).
Para uma rede bidimensional quadrada de dtomos, z = 4, fornecendo 7, = 4 (em unidades de J/kp). A
solu¢do numérica da eq. (1.1.6) fornece o gréfico na fig. 1 abaixo para a magnetizacao média por spin
(m), que reproduz exatamente o comportamento esperado: a rede estd no regime (anti) ferromagnético
paraT < T, e no paramagnético paraT > T.. A magnetiza¢dao € comumente denotada como o pardmetro
de ordem do sistema, justamente por ser o parametro termodindmico que define o regime magnético e

suas transicoes de fase.>

1.2 Quantidades termodinamicas e expoentes criticos

No equilibrio termodinamico do sistema de spins interagentes, € de interesse fisico determinar
as quantidades termodindmicas comumente associadas ao sistema analisado na sec¢do anterior, como
capacidade térmica (C), magnetizacdo total (M), energia total (E) e susceptibilidade magnética por

spin (), dentre outras.

E conveniente determinar o comportamento das quantidades termodindmicas conceituadas
anteriormente em temperaturas proximas da transicdo de fase. Retomando a equacdo de auto-

consisténcia, quando ¢ = (T —T,) /T, (temperatura reduzida) € préxima de 0 (equivalentemente, quando
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Figura 1 — Equacdo de auto-consisténcia resolvida numericamente na rede quadrada z = 4: magnetizagdo por
spin m como funcgdo da temperatura T e temperatura critica T, = 4|J|/kg. Em T < T, o sistema estd
na fase ordenada, m > 0. A fase desornada, de m = 0, inicia-seem T > T,.

Fonte: Elaborada pelo autor.

a magnetizacdo € praticamente nula), uma expansao em série da tangente hiperbdlica na prépria

eq. (1.1.6) até terceira ordem fornece
m~ 1% ~ 1B, (1.2.1)

onde B serd redefinido para representar o expoente critico associado a magnetizacao média por
spin.3’5 Este expoente € o responsével por governar como a magnetizacdo m — O quando T — T,™.
Determina-se que, na aproximagio do campo médio, 8 = 1/2. Veremos como este resultado se altera

para as simulacdes numéricas diretas a partir da eq. (1.1.1).

O comportamento da susceptibilidade por spin y € avaliado expandindo a eq. (1.1.6) até

primeira em B:

=— — ~t ~177, 1.2.2
X=% 3B o (1.2.2)

em que ¥ (= 1 na aproximagdo de campo médio) € o expoente critico associado a divergéncia da

susceptibilidade magnética (por spin) em 7.

A entropia deste sistema € caracterizada pelo ensemble microcanonico, cujo total de microesta-

dos decorre das permutacdes com repeti¢ao dos N sitios entre aqueles que tenham mesma orientagéo,ﬁ’7
ao passo que a parcela da energia do sistema associada ao termo interagente € estimada por:
N 2
J —-JNzm
Uint = —5 Z Z <Sisj> = T’ (1.2.3)

i=1 j(v.p.)

2

onde o fator 1/2 surge da contagem repetida de vizinhos préximos e (s;s;) = m~ é consequente da

aproximacdo de campo médio.’
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Novamente no limite B — 0, calcula-se ¢ = (1/N)dU; 0T, cujo valor na transi¢do de fase é
dado por ¢ ~ const. ndo nula parat < 0e c ~ 0 parat > 0, indicando descontinuidade.® Assim como
as outras duas quantidades mencionadas, ¢ tem um expoente critico: ¢ ~ |t|~%, sendo que neste caso

¢ indeterminado por causa do salto entre dois valores constantes.

A rede quadrada infinita e periddica € bem conhecida e seus resultados analiticos podem ser
consultados em Shankar.® A tabela 1 explicita estes valores.
Tabela 1 — Comparacio entre os expoentes criticos obtidos pela aproximagao de campo médio e pela solucao

analitica da rede quadrada infinita e periddica. v € o expoente critico associado ao comprimento de
correlagdo, introduzido na secio 3.3.

Expoente Campo médio Sol. analitica

a salto — 0"
B 1/2 1/8
vy 1 7/4
% 1/2 1

Fonte: SHANKAR.®

1.3 Redes de spins e o caso anti-ferromagnético

Deve-se definir previamente a rede de spins interagentes a ser simulada por eq. (1.1.1). Neste
trabalho, serdo utilizados os aproximantes de rede de um quase cristal com simetria octogonal de
Ammann-Beenker,” 1° como ilustrado na fig. 3, com acoplamento anti-ferromagnético (J < 0), ou seja,
que favoreca alinhamento anti-paralelo dos spins a baixas temperaturas (fig. 2a). Estes aproximantes
permitem subparticao em duas sub-redes (fig. 2b; forma-se, assim, um sistema bipartido), necessérias
para definir corretamente a magnetizagao como o parametro de ordem do sistema, separando as fases

antiferro e paramagnéticas):
N
1
(Iml) = ;wi : (1.3.1)

onde o médulo € introduzido para garantir a invariancia do parametro de ordem mediante inversao de
spins (fig. 2, esquerda: ao inverter todos os spins da rede, o sistema permanecerd alinhado, efetivamente
descrevendo a mesma situacao fl’sica)5 e ¢; € o “fator de fase” associado ao i — ésimo sitio: +1 na

sub-rede azul, —1 na vermelha.

Fixando um sitio s; de uma dada sub-rede (azul, por exemplo) e impondo a aproximacado do
campo médio (s;) — —(s;) para os vizinhos do i-ésimo sitio (fig. 2a), encontra-se um campo efetivo
B,, = —Jz(s;) + B. Portanto, haverd um andlogo da eq. (1.1.6) para a magnetiza¢cdo média na sub-rede
onde a tinica mudanca € o sinal de J. Em suma, a defini¢do da eq. (1.3.1) permite tratar a magnetizagao
da rede no sistema antiferromagnético como um todo sob a forma

(|m[) = tanh (W)

1.3.2
Ko (1.3.2)
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que gera resultados para aproximacao de campo médio inteiramente andlogos aos da sec¢do 1.2.

A~

(a) (b)

Figura 2 — a) Ilustragdo do alinhamento anti-paralelo dos spins a baixas temperaturas em um recorte de uma
rede quadrada. Legenda: A ou A : s5; = +1 ou —1 para cada spin representado. b) Biparticdo do
aproximante octogonal de 239 sitios. Note que sitios em vértices opostos de um mesmo losango
ndo sdo considerados vizinhos préximos. Isso garante a biparticdo do aproximante e € a escolha
consistente para incorporarmos a sua geometria aos observaveis fisicos de interesse.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os aproximantes de rede da fig. 3 tém escala de comprimento L = ( 1+\/§)k ,ondek =2,3,...,6
para N =41,239,1393,8119 ¢ 47321° e utilizam condicdes abertas de contorno, no qual os vizinhos
préoximos de cada sitio da rede s@o indicados pelas ligacdes fechadas entre os vértices. As condi¢des
abertas de contorno sdo essenciais para garantir que o sistema seja bipartido para todo N, requisito
este que € violado por condicdes periddicas de contorno. A qualidade dos resultados depende do
tamanho da rede, de modo que poucos sitios ndo refletem a fisica do problema. Utilizamos apenas
N > 239 neste trabalho. Para cada um destes aproximantes de rede, a quantidade de vizinhos, na média,

€ (z) = 4, que se aproxima de uma rede quadrada.

VAN

Figura 3 — Aproximantes de malha octogonal de N = 41, 239 e 1393 sitios, respectivamente. Nestes aproximantes
de rede, a quantidade z de vizinhos a qual cada sitio estd submetido ndo € constante. Na média, cada
sitio estd conectado a (z) =~ 4 vizinhos, ntimero tipico de uma rede quadrada.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2 METODOLOGIA

2.1 Monte Carlo e o0 método de Metropolis

Na introdugdo tedrica, resolvemos a eq. (1.1.1) a partir da funcio de particdo aproximada
eq. (1.1.3) de um determinado sitio i do sistema termodinamico. Introduziremos agora o algoritmo de
Metropolis, um método estocdstico de Monte Carlo que consiste no emprego de um gerador de nimeros
aleatdrios para simular taxas de transicao (ou aceitacdo) A(a — b) entre um estado inicial a e um
estado final b. Este algoritmo nos permitird avaliar as quantidades termodinamicas numericamente,

evitando aproximagdes como a do campo médio (se¢ao 1.1).

A taxa de aceitacdo tipicamente depende de critérios de ergodicidade e da adocdo de uma
equacao de balanco detalhado entre os dois estados acessiveis pelo sistema, como demonstrado por
Newman e Barkema.® A distribuicdo de Boltzmann impde o seguinte balanco detalhado entre as taxas

de aceitacao:

A(a—>b) _ (_Eb—Ea)’ (211)

———— =ex
A(b — a) P kgT
onde E,, Ej, sdo as energias do sistema em seus respectivos estados. O algoritmo de Metropolis consiste
em maximizar as taxas de aceitagc@o entre dois estados distintos durante as simulagdes numéricas para
que o tempo de execugdo seja minimizado. Ou seja, dadas as taxas A(a — b) e A(b — a), define-se a

maior destas taxas como 1 e a menor delas como exp(—(Ep — E;)/kpT). Sucintamente,

L, se Ep < E,
A(a — b) = (2.1.2)
eXp(—(Eb _Ea)/kBT)’ Se Eb > Ea»

como demonstrado em Newman e Barkema; Giordano e Nakanishi.!?

Conceitualmente, a eq. (2.1.2) dita que, caso o préximo estado reduza a energia do sistema,
a transi¢ao devera sempre ser aceita. Do contrario, ocorrerd apenas com probabilidade exp(—(Ej —
E,)/kpT). A possibilidade do aumento de energia deve existir para garantir a ergodicidade, ou seja,
que todos os estados sejam acessiveis a partir da configuracao atual.> Numericamente, implementamos
apenas o caso de transicao entre estados que diferem por um tnico sitio na rede de spins, isto €, por

estados antes e apds o possivel flip (inversao) de um tnico spin do sistema.

2.1.1 Implementa¢do numérica

Ha diferentes formas de implementar numericamente o algoritmo de Metropolis. Neste projeto,

foi elaborado um programa em Fortran 2008 fundamentado nas sugestdes das referéncias Newman e

Barkema; Giordano e Nakanishi; Sandvik.h33
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Primordialmente, deve-se partir de uma configuracdo inicial dos spins da rede. Utilizamos ou
s; = +1 ou s; aleatdrio para cada sitio i da rede. Esta escolha € arbitrdria e ndo impacta nos resultados

da simulac;ﬁo.3

Em seguida, calcula-se a energia Eg;, = E), — E,, entre os estados sucedendo e precedendo a

inversao de um dado spin da rede. A hamiltoniana que descreve a energia do sistema serd alterada apenas

b

pelo sitio invertido e seus vizinhos préximos. Seja k o sitio invertido. A variagdo Asy = s

_ < _ _Nnaa
Sp = 2sk

permitira calcular Eg;;, do seguinte modo:

H=|=J D sisj|+|-B) s (2.1.3)
(@.J) i
AH = —JAsi D 's;— BAsg =+25{(J > s; +B) = Egp, (2.1.4)
(k.j) (k.j)
onde  ;y € a soma dos spins dos j vizinhos préximos de k e B serd considerado nulo para as
simulagdes deste projeto. Cada tentativa de inversdo consiste em escolher um spin aleatério da rede e
testar o algoritmo de Metropolis. Denotaremos um ciclo de N tentativas diferentes por “varredura”. O
nimero de varreduras necessdrias para convergir, em geral, é dependente tanto da temperatura quanto

do tamanho do sistema.

2.2 Método de Wolff

O método de Wolff consiste num algoritmo implementado predominantemente em temperaturas
proximas a transicao de fase, onde se destaca a formacado de multiplos dominios (ou aglomerados)
de spins com a mesma orientagﬁo.3 Inverter todos os spins dentro destes dominios, um a um, é
computacionalmente custoso. Vimos que os aproximantes de rede utilizados t€ém quantidades de
vizinhos varidveis, entao consideremos um sitio de um dos aproximantes que tenha exatamente 4
vizinhos. Caso este sitio esteja anti-paralelo com relac@o a todos os seus vizinhos, Eyj, valerd +8|J|,
reduzindo drasticamente a taxa de aceitacdo para inversao deste spin. Uma maneira mais eficiente de
iterar sobre o sistema nestas condicdes seria mapear um aglomerado arbitrario por iteragcao e inverter
todos os seus spins simultaneamente, contanto que as restricdes de ergodicidade e de balanco detalhado

abordadas na se¢do anterior sejam respeitadas.

2.2.1 Introducdo ao método

Considere estados a (antes da inversao do aglomerado, vide fig. 4a) e b (apds a inversdo do

aglomerado, fig. 4c), como exemplificado na fig. 4.

A constru¢do do aglomerado se dd com a escolha de um spin aleatério na rede, comumente

denotado de semente. No caso antiferromagnético (J < 0), spins de orientagdo oposta a0 semente
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(a) (b)

Figura 4 — Esta figura € um recorte do aproximante de 239 sitios que servird de exemplo para ilustrar o método
de Wolff. Legenda: ® ou O : s; = +1 ou —1. a) Um spin semente, evidenciado pelo fundo vermelho de
contorno segmentado, € aleatoriamente selecionado. b) Novos sitios sdo adicionados ao aglomerado
com a probabilidade de aceitagdo P,qc. ¢) Ao fim da rotina de crescimento, o aglomerado final terd
todos os seus sitios invertidos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

sdo adicionados ao aglomerado com uma certa probabilidade Paac ! Conseguintemente, nem sempre
todos os spins vizinhos de orienta¢des opostas serdo adicionados ao aglomerado, como indicado pela
fig. 4b. O balan¢o detalhado impde um vinculo entre o fator de Boltzmann exp(—B(E, — E,)), as taxas
de transicdo A(a — b) e A(b — a) e os pares de spins vizinhos antiparalelos que sdo formados ou
destruidos apos a transi¢do direta (a — b) ou inversa (b — a). A condicdo que maximiza as taxas de
transicao € Pyq. = 1 — exp(—28|J .3 012 A vantagem desta probabilidade P,q. em especial é que as
taxas de transic@o se tornam unitdrias, ou seja, a inversdo do aglomerado final sempre serd aceita, por

menor que ele seja.

2.2.2 Implementa¢do numérica

Escolhido o spin semente, todos os spins antiparalelos devem ser adicionados com a probabili-
dade constante P,g. da subsecdo anterior. Dentre as formas diferentes para armazenar a quantidade de

spins contidas no aglomerado e suas localiza¢Oes na rede, foi empregada uma rotina de buffers:

1. Cria-se um buffer que contém os vizinhos 3. Assim que todos os vizinhos forem testa-
do spin semente que foram aceitos ao aglo- dos, um novo elemento do buffer € extraido,
merado; retornando ao item 2;

2. E extraido um dos spins desse buffer, cujos
vizinhos préximos serdo testados e adiciona- 4. A rotina finaliza quando ndo houver mais

dos conforme Paqyc; elementos no buffer.

Diferentemente do que fora ilustrado na fig. 4c, € importante que os spins adicionados

ao aglomerado tenham a sua orientacdo imediatamente trocada, impedindo que sejam novamente
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adicionados ao buffer por seus vizinhos.

2.3 Calculo das quantidades termodinamicas

Conceituados os algoritmos essenciais de iteracdo sobre os aproximantes de rede, resta
apresentar as rotinas para o célculo das quantidades termodinamicas de interesse. Para os propdsitos
deste problema, serdo calculadas a energia E, a magnetizacao m, o calor especifico c e a susceptibilidade
magnética y. Adicionalmente, o cumulante de Binder U, (se¢do 2.3.3) serd calculado para auxiliar a

determinagdo da temperatura critica da rede.

2.3.1 Magnetizacdo e energia

A magnetizacao do sistema (no caso antiferromagnético) foi definida na se¢do 1.3. Ha como
simplificar o processo ao calcular a soma de spins apenas uma tnica vez e entdo somar as variacoes
de magnetizacdo apds cada iteracdo de Metropolis ou Wolff, mas as rotinas ja sdo suficientemente
eficientes, de modo que o ganho € minimo. A constante de Boltzmann serd simplificada para kp = 1.
A unidade de energia serd |J|. O cdlculo da energia depende unicamente da eq. (1.1.1) e pode ser

simplificado ao somar os ganhos de energia ao final de cada passo de Metropolis ou Wolff.?

2.3.2 Calor especifico e susceptibilidade

Ambeas as quantidades foram conceituadas na secao 1.2. No entanto, a energia e a magnetizacao
calculadas terdo desvios considerdveis entre as iteragcdes de um mesmo sistema em uma mesma
temperatura. Isto é um traco intrinseco a métodos estocdsticos como o de Monte Carlo. Extrair
derivadas de dados ruidosos como estes implicara resultados de baixa confiabilidade.! A mecanica
estatistica, no entanto, prové maneiras alternativas de obtenc¢do do calor especifico e da susceptibilidade,

conforme apresentado por Newman e Barkema.?

O calor especifico (capacidade térmica por spin, ¢ = C/N) decorre diretamente de aplicacdo

do ensemble candnico:>

_ L XE)| _ 1 (E)-(E))
TN N k2 23D

Por sua vez, a susceptibilidade magnética (por spin) decorre da relagdo de conjugacao entre
a magnetizacdo total M = mN = }; ¢;s; (eq. (1.3.1)) e o campo externo (B). Como discutido

anteriormente, o limite B — 0 serd utilizado em todas as simula¢des futuramente apresentadas.

Portanto, substituindo respectivamente s; e B,, por M e B na identidade eq. (1.1.5)*, resulta”:

1 9(M)

N 3B (2.3.2)

X =

0 B\ \Z0B) " Z B2 NkgT

Onde nos referimos a definicdo 8 = 1/kpgT.

1 (_( I 6Z)Z+i622) _ (M) - (M)
B

*



2.3 Calculo das quantidades termodindmicas 17

2.3.3 Cumulante de Binder

Como conceituado na se¢do 1.2, a temperatura de transicdo de fase pode ser determinada com
o auxilio dos expoentes criticos e dos pontos de divergéncia de y ou ¢, por exemplo. Na prética, a
temperatura critica 7, nao € precisamente mapeada com este método (e, na realidade, € mais conveniente
utilizar a 16gica reversa: encontrar o expoente critico a partir da temperatura critica mediante finite-size

scaling, secdo 3.3).

O cumulante de Binder fornece um método de alta precis@o para encontrar uma faixa de valores
para a temperatura de transi¢cao de fase em sistemas como o modelo de Ising, onde o parametro de

ordem (magnetizacdo, neste caso) € um escalar.’ A definicao deste cumulante é

3 R>
=—(1-= 2.3.
U 2( 3 ) (2.3.3)
onde a razao < 4>
m
- 234
2= 22 (2.3.4)

cancela as leis de poténcia de (m*) e (m?)? precisamente em 7T, sendo também independente do

tamanho da rede nesta temperatura. Portanto, as curvas de U, para diferentes tamanhos de rede devem
se cruzar em T,.° Para T > T,, P (m) (distribui¢@o de probabilidades da magnetizacdo) é gaussiana e

172 exp(—mz/Zaz),13 onde o parAmetro o~ define

centrada em m = 0,° de modo que P(m) ~ 2no?)~
a largura da distribui¢do e o dominio de P(m) € aproximado por m € R ao invés de m € [—1,1].

Consequentemente, as médias das poténcias pares de m, expressas por (m>*), sao dadas por:

+00 k 2k 2k
(m?y ~ [00 P(m)m* dm = 2\;; T(k +1/2) = (’;—k% (2.3.5)
onde foram utilizadas propriedades da funcdo especial I" no tratamento da integral.13 A identidade
da eq. (2.3.5) implica (m?) = o? e (m*) = 302, de modo que R, — 3 e U, — 0 no limite de
altas temperaturas. Para T < T,, as distribui¢des P(m) s@o picos fortemente centrados em |m| = 1
(P(m) = 6(m £ 1), onde a ambiguidade do sinal reflete a invariancia do sistema para 7' < T, mediante
inversdo de spins), tais que (m?y ~ (m*) ~ 1l,levandoa Ry —» le U, — 1. A definicdao de U,
portanto, € propicia para a visualizacdo da transi¢ao de fase. A P(m) exata para este problema pode ser

consultada na fig. 6.

2.3.4 O método de blocos

Todas as quantidades que envolvam valor médio na secdo anterior serdo avaliadas em blocos
(uma vez que o sistema tenha atingido o equilibrio térmico). Considere um bloco de 1000 varreduras
(secao 2.1.1). As energias e magnetizacdes do sistema sdo armazenadas em cada uma das iteracoes
do bloco. Ao fim da 1000? varredura, calculam-se (m?), (m), (E?) e (E) com relagdo aos valores de

cada varredura, determinando c, y e U,. Ademais, (m) e (E)/N serdo adotados como os valores de
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magnetizacdo e energia (por spin) do bloco. Apds uma quantidade previamente fixada de blocos (10,

por exemplo), os valores médios finais de cada quantidade termodindmica (Y') e seu desvio padrdo AY

sao calculados entre diferentes blocos e entao visualizados graﬁcamente.3 Em termos numéricos,5 13
L 1 AL

Yy=—> M)  (AV) = ————= ) (%) - (V))*, (2.3.6)
Ng ; Np(Ng—1) kzz;

onde Np é total de blocos e k € o indice de cada bloco.

2.4 Parallel Tempering

Parallel Tempering ¢ um método empregado para acelerar a convergéncia do sistema e para
evitar situagdes onde o estado atual da rede, para baixas temperaturas, permaneca aprisionado em um
minimo local de energia.14 Ao invés de simular a rede de spins para cada temperatura individualmente,

o método de parallel tempering consiste em simular todas as temperaturas simultaneamente.

Apo6s uma quantidade pré-definida de iteragdes de Metropolis e/ou Wolff, o algoritmo tentard

trocar as configuracdes de spins entre temperaturas adjacentes 7;, 7;,; mediante a probabilidade de

troca
exp(—=AS), AS>0
Piroca = (2.4.1)
1, AS <0
onde AS € definido por
AS = (1/Tix1 = 1/T)(E; — Eisa), (24.2)

ou seja, movemos as configuracdes de spin para diferentes temperaturas. Isso faz com que uma
configuracdo cuja T < T, possa ser aquecida até uma T > T.. Ao ser resfriada novamente pelo ciclo
do algoritmo, ela alcancard uma configuragdo distinta, melhorando assim a amostragem para baixas

temperaturas, contornando os minimos locais e complementando os algoritmos de Wolff e Metropolis.

A taxa média de aceitacdo de troca entre duas temperaturas adjacentes tipicamente deve ser
proxima de 30% para tanto facilitar a convergéncia para baixas temperaturas como permitir boa
eficiéncia de Monte Carlo. Esta probabilidade € calculada simplesmente considerando o total de trocas
aceitas de configuracdes de spins para determinado par de temperaturas adjacentes pelo total de trocas
propostas (bem-sucedidas ou ndo) para o mesmo par de temperaturas. Para tal, deve-se ajustar a lista
de temperaturas iniciais e alterar manualmente o passo ¢7 entre temperaturas adjacentes até que a
aceitacdo média desejada seja atingida na regido de andlise (em especial, nas temperaturas proximas a

transicdo de fase).!*
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3 RESULTADOS

3.1 Resultados preliminares

A seguir serdo apresentadas as configuracdes de spins no aproximante de 239 sitios com J < 0
apos ser atingida a convergéncia. Conforme mencionado na se¢do 1.3, quanto menor a temperatura,
mais pronunciada € a biparticdo da rede (e o anti-paralelismo entre os vizinhos préximos). Apds a
temperatura de transi¢ao de fase de ~ 2.3 J/kp, o sistema desordena rapidamente. A distribui¢ao P (m)
utilizada na defini¢do do cumulante de Binder ( se¢do 2.3.3) também foi calculada e serd apresentada

pela fig. 6.

(a) (b) (©)

Figura 5 — Configuracdo dos spins em um aproximante de simetria octogonal de 239 sitios no regime anti-
ferromagnético com condi¢des abertas de contorno. Temperaturas em unidades de |J|/kp.
Legenda: @ ou O : s5; = +1 ou —1 para cada sitio i.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Transicao de fase

3.2.1 Quantidades termodinamicas

A fig. 7 apresenta os graficos das quantidades termodindmica para este modelo. Priorizou-se
uma grade de temperaturas mais fina na regido que contém a transicao de fase, que pode ser avaliada
qualitativamente pela divergéncia da susceptibilidade magnética ou do calor especifico. Para cada
temperatura de cada aproximante de rede, foram efetuados cerca de 2000 varreduras de Monte Carlo
até convergir (mesclando Metropolis e Wolff, sendo que este tltimo € priorizado para as temperaturas

proximas de 7;) e outras 15000 por bloco para efetuar as médias.

Uma aproximacao grosseira reitera o valor de transi¢do obtido pela visualizacdo das configu-

racdes finais de spins da secdo anterior: cerca de 7, = 2.3 |J/|/kp. Ademais, um trago caracteristico
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Figura 6 — Distribui¢ao dos valores do pardmetro de ordem P(m) para o aproximante de N = 1393 sitios em
quatro temperaturas. A temperatura critica é T, ~ 2.3|J|/kp.

Fonte: Elaborada pelo autor.

de condi¢des abertas de contorno € que as curvas de magnetizacio se cruzam proximas de 7,. Este

comportamento ndo € observado com condi¢des periddicas de contorno.

Energia e magnetizacdo tém avaliacao simples e direta; calor especifico e susceptibilidade
magnética, no entanto, decorrem das flutuacdes de E e m, respectivamente. Conseguintemente, largos
desvios s@o perceptiveis na regido de transicao de fase tanto para ¢ como para y, incentivando o uso do

método de blocos para avaliar cada quantidade termodinamica.

3.2.2 Cumulante de Binder

Introduzido na se¢do 2.3.3, o cumulante de Binder para estas simulacdes convergiu e as curvas
dos quatro aproximantes de rede se interceptam num mesmo ponto, como indica a fig. 7d. A temperatura
critica estimada pelo cumulante de Binder concorda com os resultados previamente discutidos. A
temperatura de transicdo encontrada graficamente é de 7, = (2.39 + 0.01) |J|/kp, onde o erro é

limitado pela resolucdo da escala de temperaturas.

3.3 Finite-size scaling e expoentes criticos

A avaliacdo dos expoentes criticos de cada quantidade € simplificada pelo finite-size scaling. Este
método permite avaliar graficamente todas as curvas de uma determinada quantidade (susceptibilidade
magnética, por exemplo) em diferentes tamanhos de rede utilizando uma relacdo de escala entre L

(secdo 1.3) e os expoentes criticos discutidos na secdo 1.2.

O comprimento de correlagdo &, associado a distancia média de influéncia de um dado spin da
rede sobre qualquer outro, tem crescimento com o expoente critico v sobaformaé ~ |T-T,.|™" ~ |t|‘V,1’5
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Figura 7 — Quantidades termodindmicas para diferentes aproximantes de rede (N = 239, 1393, 8119,47321).
a) Magnetizagdo por spin. b) Susceptibilidade magnética por spin. ¢) Calor especifico por spin. d)
Cruzamento dos cumulantes de Binder para cada tamanho de rede. Insercao: zoom ao redor de 7.

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde t = (T —T,)/T, é a temperatura reduzida (secdo 1.2). A partir de v e &, determina-se uma escala
comum a diferentes tamanhos de rede L mediante as transformacoes y = QL™ " ex =tL' onde Q
¢ a quantidade em andlise e k 0 seu expoente critico. Os erros de Q (secao 2.3.4) sdo analogamente
transformados para Ay = AQ L™*/”. O sinal de « serd negativo se a quantidade ndo divergir em T, e

positivo do contrério R Portanto, considerando os graficos anteriores, k,, = —f3, K, = +y € K. = +a.

A andlise qualitativa inicial € sugerida por Newman e Barkema.? Uma vez escolhidos 7., v
e ¥ (ou pB) iniciais, deve-se verificar o colapso dos pontos (x, y) sobre uma tnica curva (na faixa de
t proxima a 0) para os distintos valores de L. Os erros dos expoentes criticos sdo avaliados pelos
intervalos dos parametros sobre os quais os pontos permanecem colapsados. A fig. 8 apresenta o
finite-size scaling na pratica para as trés quantidades termodinimicas mencionadas. E importante

ressaltar que a solugdo analitica (tabela 1) prevé ¢ ~ log(|¢]), de modo que o calor especifico ndo tem
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crescimento de lei de poténcia. Portanto, dado o crescimento logaritmico desta quantidade, € imposta a

divisdo por log(L) aos pontos y de ¢ para que haja o colapso sobre uma mesma curva.'®

Esta maneira qualitativa de determinar os expoentes criticos € suplementada por uma deter-
minacdo quantitativa do pardmetro de qualidade (X?) de um ajuste polinomial aos pontos (x, y) do

finite-size scaling.5 Este parametro € definido por

n xy\ 2
2 yl_yl
X _Z( - ) (3.3.1)

=1

onde y; € a fungdo polinomial ajustada avaliada em x;, n € o total de pontos (x;, y;) analisados e oy € 0

~ 1’5,13

erro associado a cada y;. 13 Regressdes polinomiais confidveis apresentam X?/g.1. onde g./. re-

presenta os graus de liberdade da amostra de dados: (total de pontos) — (total de parametros do ajuste).

Os pontos (x, y) e os erros o foram ajustados na faixa de —4 < ¢ < 4 por uma fun¢ao polinomial
de 6* ordem, como sugerido por Sandvik.> Desenvolvemos um programa em Python que, dados os
parametros iniciais 7., v e @, 8 ou v, calcula o correspondente X2 do ajuste de (x, y). Os expoentes

criticos foram estimados do seguinte modo:

1. Para cada quantidade termodinamica, definiram-se intervalos iniciais discretos para T,, v e seu

respectivo expoente critico (@, 5 ou y);

2. Calculou-se X? para cada permutacio dos parAmetros. As permutagdes que forneceram bons
ajustes foram armazenadas para andlise posterior. Neste trabalho, consideramos 0.9 < X? < 1.1
como a tolerancia para X?. Qualitativamente, os trios de pardmetros cujos X2 residem nessa

faixa apresentam bons colapsos gréficos.

3. Finalizadas as permutacdes, calcularam-se a média e o desvio padrao de cada parametro salvo.

Os expoentes criticos estimados por ambos os procedimentos anteriores estdo dispostos na fig. 8 e
concordam com os resultados analiticos da tabela 1 para N > 1393. Isto reitera que a aproximagao de
campo médio € insuficiente para sistemas bidimensionais no modelo de Ising. As propostas numéricas
foram suficientes para mapear v, y e 3, além de consentirem com o valor previamente estimado para
T, pelo cumulante de Binder. Constata-se a equivaléncia entre os expoentes criticos do aproximante
octogonal de quase cristal e a rede quadrada periddica, garantida pela universalidade do modelo de
Ising 2D.}
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(a) Susceptibilidade magnética. T, = 2.385 + 0.003, (b) Magnetizacdo. T, = 2.387 +0.002, v = 1.00 = 0.03,
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(c) Calor especifico. T, = 2.384+0.003, v = 1.00+0.03, (d) Cumulante de Binder. 7, = 2.385 + 0.002, v =
a =0.06 +0.04. 1.00 + 0.03.

Figura 8 — Finite-size scaling nos aproximantes de rede N = 1393,8119,47321 para y, m e c¢. Cada L
decorre da discussao da sec¢do 1.3. Constata-se o colapso dos dados sobre uma tnica curva para os
parametros T¢, v, 8, @ e vy informados, incluindo suas respectivas tolerancias. d) A razdo R, tem seu
comportamento de leis de poténcia cancelado em T = T,.. Portanto, o cumulante de Binder nao possui
corre¢do de escala no eixo vertical.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi explorado o modelo anti-ferromagnético de Ising em um aproximante de
quase cristal com simetria de Ammann-Beenker cujas condi¢cdes de contorno s@o abertas. Construimos
a funcdo de parti¢ao referente a aproximacao do campo médio para a hamiltoniana que descreve este
magneto. Empregamos conceitos de mecanica estatistica para descrever as quantidades termodinamicas
de interesse (magnetizagdo, energia, susceptibilidade e calor especifico) bem como mapear expressoes
destas que possam ser avaliadas numericamente por métodos de Monte Carlo. Apresentamos e
motivamos o funcionamento das rotinas de simulagdo computacionais capazes de evoluir temporalmente
a configuracao de spins deste sistema: Metropolis, que itera bem para altas temperaturas; Wolff, que
facilita a convergéncia para temperaturas proximas da transicdo de fase e o parallel tempering, cujo
principal objetivo € evitar o aprisionamento da simulagdo em minimos locais de energia a baixas
temperaturas. Caracterizamos a transi¢ao de fase do parametro de ordem a partir do cumulante de
Binder e da divergéncia da susceptibilidade e calor especifico. Determinamos as leis de poténcia
associadas a cada quantidade termodinamica, constatando assim a universalidade do modelo de Ising
em redes bidimensionais: 7, depende da rede, ao passo que os expoentes criticos nao. Mostramos
que os aproximantes para o quase cristal sdo bipartidos e comportam um estado fundamental

antiferromagnético, apesar de ndo serem periddicos e possuirem diferente ntimero de vizinhos.






27

REFERENCIAS

1 GIORDANO, N. J.; NAKANISHI, H. Computational Physics. Londres: Pearson Education, 2006.
2 REIF, F. Fundamentals of statistical and thermal physics. Long Roove: Waveland Press, 2009.

3 NEWMAN, M. E.; BARKEMA, G. T. Monte Carlo methods in statistical physics. Oxford:
Oxford University Press, 1999.

4 SIMON, S. H. The Oxford solid state basics. Oxford: OUP Oxford, 2013.

5 SANDVIK, A. W. Computational studies of quantum spin systems. AIP Conference Proceedings.
2010. v. 1297, n. 1, p. 135-338.

6 SELINGER, J. V. Introduction to the Theory of Soft Matter: From ideal gases to liquid crystals.
Berlin: Springer International Publishing AG, 2016. ISBN 9783319370576.

7 SALINAS, S. R. A. Introducao a Fisica Estatistica. 2. ed. Sao Paulo: EDUSP, 2005. 472 p. ISBN
9788531403866.

8 SHANKAR, R. Quantum field theory and condensed matter: an introduction. Cambridge:
Cambridge University Press, 2017.

9 DUNEAU, M. Approximants of quasiperiodic structures generated by the inflation mapping.
Journal of Physics A: mathematical and general, IOP Publishing, v. 22, n. 21, p. 4549-4564, nov
1989. DOI: 10.1088/0305-4470/22/21/017.

10 ARAUJO, R. N.; ANDRADE, E. C. Conventional superconductivity in quasicrystals. Physical
Review B, American Physical Society (APS), v. 100, n. 1, p. 014510, 2019.

11 MACKAY, D. J. The Swendsen-Wang algorithm. 2004. Capitulo complementar ao texto
Information Theory, Inference, and Learning Algorithms (Cambridge Univ. Press, 2003). Disponivel
em: https://www.inference.org.uk/mackay/itila/swendsen.pdf.

12 DOTSENKO, V. S. et al. Cluster monte carlo algorithms for random ising models. Physica A:
statistical mechanics and its applications, Elsevier, v. 170, n. 2, p. 278-281, 1991.

13 ARFKEN, G. B.; WEBER, H. J. Mathematical methods for physicists international student
edition. Waltham: Elsevier, 2005.

14 SWENDSEN, R. H.; WANG, J.-S. Replica monte carlo simulation of spin-glasses. Physical Review
Letters, American Physical Society, v. 57, p. 2607-2609, 1986. DOI:10.1103/PhysRevLett.57.2607.

15 COSME, C. M. Monte Carlo methods in critical systems. 2014. 81 p. Dissertagdao (Mestrado)
— Departamento de Fisica e Astronomia da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto (FCUP),
Porto, 2014.



